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Grundlagen

Eine multiple Regression verwendet man, wenn mehr als eine unabhangige GrolRe
x vorhanden ist. Das einfache lineare Modell lautet:

E=by+bx +bx, +bx, +......

Das Dach tUber dem y drickt aus, dass es ein Schatzwert fur die Zielgréf3e aus dem
Modell ist. Es wird vorausgesetzt, dass die Merkmale in der Grundgesamtheit
normal verteilt sind und linear eingehen. Nicht lineare GrofRen lassen sich in den
meisten Fallen durch Umformung oder durch Hinzunehmen von quadratischen
Termen realisieren z.B.:

E:bo+blx1+bzxz +b3X12+b4X22

Bei Vorliegen von Tabellenwerten heil3t das, dass man die Spalte mit den Werten x
kopiert, und quadriert in eine neue Spalte hinzufigt. Es kann auch eine
Verknipfung zweier Einflisse erfolgen, die eine Wechselwirkung darstellt, z.B.:

¥=h+hx +hx +b,xX,

Die entsprechenden Tabellenspalten fiir x1 und x2 sind dann in einer neuen Spalte
als Produkt einzufigen. Weitere Umrechnungen sind mdglich, um auf das lineare
Modell zu gelangen. Fir den Umfang an Modelltermen sind eine entsprechende
Anzahl von Datenreihen erforderlich. In Matrizenform schreibt man die
Modellgleichung:

¥= Xb
mit ¥ = Vektor der entsprechenden Modell-Ergebnisse fir die jeweiligen

Faktoreinstellungen, X = Matrix der aktuellen Einstellungen und b = Vektor der
Koeffizienten
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Hinweise: 1. Spalte in X steht fir konstanten Anteil

Der gesuchte Vektor b mit den Koeffizienten bestimmt tGber die Matrizen-Operation

b=(X"X)"X"y

Beispiel: Es liegt ein Modell mit einer versuchsplan:  Ergebnisse Y

Wechselwirkung vor: 1 -1 3

1 -1 5
-1 1 7
1 1 11
0 0 6

¥E=hy+bx +bx, +b,% X

Die einzelnen Schritte der Gleichung
b= (XTX)'1 X'y ergeben sich wie folgt:
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Die jeweiligen Zellen berechnen sich nacheinander entsprechend mit:

n
1 - T
X i a (,i) Xj,k (erster Index = Spalte , zweiter Index = Zeilen)
k=1

Die erste Spalte mit jeweils einer 1 steht fir die Konstante b,. Die beiden weiteren
fur die Hauptfaktoren x; und x; und die letzte Spalte errechnet sich aus dem Produkt
der Spalte 2 und 3 (Wechselwirkung von x; und X).
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z.B. Zelle
=1 i=1
x4 = 1)1)+@)-1Q) +@)-Q) + D)D) +@D)A) =5
j=2 =2
xH = (-1)-61) + 1)-1Q) + 1)) + 1)-2) +(0)-(0)= 4

gesamthatft ergibt sich:
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und invertiert:
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und Uber den Zwischenschritt:
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erhalt man das Ergebnis fur die gesuchten Koeffizienten:

6,40

u
&l5y
€2,50
e u
&0,5(

Die Gleichung vom Anfang lautet also:

¥£=6,4+15x% + 25x%, + 05x, X,

Kategoriale Faktoren

Der Aufbau der Matrix fur kategoriale Faktoren ist am Ende des Kapitels
Versuchsplane dargestellt. Hat der kategoriale Faktor die Merkmale (Einstellungen)
A, B, C usw., so besitzt das Regressionsmodell keinen Term fur A. A stellt die
Grundstellung dar, von der aus variiert wird. Erst ab dem zweiten Merkmal B
werden Terme erzeugt. Der nicht bendtigte Koeffizient fir A ergibt sich aus der
Summe der negierten anderen Koeffizienten. Aufgrund der entsprechenden Spalten
fur einen kategorialen Faktor nehmen die zur Verfiigung stehenden Freiheitsgrade
schnell ab, besonders wenn Wechselwirkungen aller Einstellungen ermittelt werden
mussen.

Residuen

Di e AGeetienes Modells kann auch dargestel |t
Rechenwerte (Funktionswerte) tGber die beobachteten Werte y, auftragt. Bezogen

auf die tabellarischen Daten bedeutet dies, dass man fir jede Zeile die Merkmale x

in das Modell eingibt und ¥ berechnet. Dabei wird dieser Rechenwert ¥
(Modellwert) von dem Wert der Beobachtung (Messwert) y. in der Tabelle mehr

oder weniger abweichen. Diese Abweichungen stellen die so genannten Residuen

dar.
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Beobachtungen

Je besser das Modell ist, desto ndher liegen die einzelnen Punkte auf der Mittellinie,
die unter 45° verlauft.

Fur diese Abweichungen kann man eine Haufigkeitsverteilung erstellen, um zu
beurteilen, ob die Residuen normalverteilt sind.

X = 3,75E- 16+0,04544 s=0,17037
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Residuen

Abweichungen von der Normalverteilung sind ein Indiz daflr, dass systematische
Fehler vorliegen, oder andere Storgrof3en einen Einfluss haben. Ist wahrend der
Messung z.B. die Temperatur hoch gegangen oder wurden Verdnderungen am
Messaufbau vorgenommen. Weiterhin sind Ausreil3er hier markant zu erkennen
(weit aulRerhalb der Geraden, statistische Bewertung siehe Grubbs-Test).
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Korrelationskoeffizient

Wie bei der normalen Regression interessiert zunachst der Korrelationskoeffizient R
oder das BestimmtheitsmalR B = R2 Je besser dieser an dem Wert 1 liegt, desto
besser wird das Merkmal y durch die Merkmale x beschrieben. Je kleiner B ist,
desto mehr streuen die Werte, oder es gibt gar keinen Zusammenhang zu y. B
besagt, wie viel Prozent der Streuung durch das Modell erklart werden kdnnen.

»
»

n ~

SSow=a (% - ¥/ SSu, =a (B- Y sSwe=A(v- %)

i=1 i=1

SSotal = SS?eg"' SRes

S
= % o) S8 0¢ R ¢1

R?=
SS’otal SSotal

Neben dem Bestimmtheitsmald R2findet man haufig auch das adjustierte
Bestimmtheitsmal’ R2;. Hierbei werden die entsprechenden Freiheitsgrade
mitberucksichtigt.

Sﬁ%es / DFRes =1- MSRes

R:, =1-
. SS‘otal / D I:Total M SI'otal

SS : Sum of Squares
MS : Varianz

DFreg : Freiheitsgrad der Regression Anzahl X-Variablen im Modell DFgeg= z-1
(z= Anzahl Modellterme X1, X2, X3, X1-X2, X12 USW.)

DFRres : Freiheitsgrad der Residuen DFges= n-2z-1
(n = Anzahl Versuche)

DFtota : Freiheitsgrad Total DFro= n-1
Fur grolB3e Stichprobenumféange sind beide angenédhert gleich. Je kleiner der

Stichprobenumfang wird, desto grofRer ist die Abweichung. R? Uberschatzt bei
kleiner Anzahl von Freiheitsgraden den Anteil erklarter Streuung mitunter erheblich.
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GroRe Unterschiede zwischen R? und R deuten auf unnétige Terme im Modell
hin.

Vorhersagemall des Modells Q?

Die Vorhersagekraft eines Modells auf nicht gemessene Punkte beschreibt das Q*
Maf3. Die Berechnung erfolgt durch zeilenweises Weglassen von Messpunkten.
Das BestimmtheitsmaR R steigt grundsatzlich bei Hinzunahme von Koeffizienten in
das Modell, denn diese kbnnen sich dann immer besser an die Versuchspunkte
anpassen (SSes fallt). R? ist nicht geeignet, um zu erkennen, ob das Modell zum
Over-Fit neigt, also zu viel des Guten oder Schlechten modelliert. Hierfiir ist das Q*
Malf3 definiert worden:

Q2 —1- a (yi ) E)Z
é. (yi -y )2

mit E = Modellvorhersage fir Regressionsmodell bei dem der Messpunkt i nicht im Modell ist

Ein zu kleines Q2 bedeutet, dass sich das Modell bei neuen Versuchen éndern wird.
Q?kann auch negativ werden, wenn der Z&hler groRer ist als der Nenner

Hinweise:

R2 und Q2 sind klein
Die Anpassung des Modells ist schlecht. Dies kann mehrere Ursachen haben:

- Ausreil3er
- Falsche Versuchsreihenfolge (y und x passen nicht zusammen)
- Eine schlechte Wiederholbarkeit (wiederholte Versuche geben sehr

unterschiedliche Ergebnisse).

Abhilfe: Uberpriifen der Messwerte (plausibel?), eventuell die Versuche noch mal
durchfihren.
- Ein schlechter Versuchsplan, eventuell einen neuen Plan durchfuhren.

R2 grof3 und Q2 sehr niedrig

Das Modell bietet eine gute Beschreibung, ist aber instabil Y Tendenz zum Overfit.
Es werden zu viele Terme bzw. Wechselwirkungen berlcksichtigt. Das Modell sollte
verkleinert werden, die Terme mit den kleinsten Effekte entfernen (dabei ist darauf
zu achten, dass keine signifikanten Wechselwirkungen geléscht werden)

- Es gibt dominierende Ausreil3er

- Eine ZielgrolRe muss transformiert werden

- Es sollten weitere Indizien gesucht werden

Bemerkungen:

- Bei sehr knapp bemessenen linearen Planen (Screening) ist der Q2-Wert oft
schlechter als das Modell tatsachlich ist.

- Wenn viele Versuche wiederholt wurden, ist der Q2-Wert besser als das Modell
tatsachlich ist. In dem Fall soll der LoF anstatt des Q2-Wertes beachtet werden.
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Modellschwache Lack of Fit

Aus den Residuen lasst sich eine weitere Information ziehen. SS.s ist
zusammengesetzt aus:

SSes= SQoF + S%.e.

SS.e wird als Lack of Fit bezeichnet, mit Freiheitsgrad DFr=n-z-DF,e -1
SS.. flrreinen Fehler (pure Error) aus Wiederholungen (Messfehler, Bedienfehler, etc.)

r

ro T
S%_e_ =aa (y].'k - Y, )2 mit Freiheitsgrad DF . = @ (I’j - l) r = Anzahl gleiche Datenzeilen

j=1 k=1 j=1

Ist SSesund SS . bekannt, so lasst sich die Modellschwéche nach obiger Beziehung
aus

SSor = SSes- S%.e

bestimmen. Der Quotient der entsprechenden Varianzen wird als Lack of Fit
bezeichnet

MSLoF _ SS_OF /DFLOF

> DFLof rDFp.e-vg
Msp.e. S%e / DFp.e.

und wird gegen einen kritischen F-Wert verglichen (g=Vertrauensbereich). Ist dieser
grolRer, so sind offensichtlich Modellterme zu wenig enthalten.

Streuungszerlegung gesamthaft

Insgesamt ergibt sich fur die Modell-ANOVA des Regressionsmodells folgende
Streuungszerlegung:

ss =%y
SS g.cz.s;t Z

DF=#

S5,

const

Il
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SS“é- =Z{j’! _J’_)E —_};,-}
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_Hndeuquamat S pe = Z ( Y - .f;']
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| Modellschwiche |

DF =n —Z - DF,,~ 1
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Wiederholbarkeit
Unter der Wiederholbarkeit versteht man folgende Gutezahl:

: . MS, .
Wiederholtarkeit = 1- pe.

total

Sie ist eine relative Kennzahl, die aussagt wie gut sich die Versuche reproduzieren
lassen. Sie kann jedoch nur angegeben werden, wenn Wiederholversuche
vorhanden sind. Ist der Wiederholungsfehler 0, so ist die Wiederholbarkeit = 1.

Test des Korrelationskoeffizienten

Wie eingangs beschrieben wurde, ist das Regressionsergebnis um so besser, je
naher der Korrelationskoeffizient an 1 liegt. Die Frage ist, ab welchem Wert unter 1
die Abweichung nur zufallig oder schon signifikant ist. Hierzu stellt man die
Nullhypothese auf: Alle Regressionskoeffizienten sind 0, d.h. es besteht kein
Zusammenhang zwischen y und x usw. Als Testgro3e wird ein gewichteter F-Wert

berechnet:
R?(n- z- 1)
Fpr :—2
(1- R9)z

mit n = Anzahl der Versuchsreihen und z = Anzahl Modellterme Xxi, X, Xa, X1-X2, X12
usw. Zur Bestimmung, wie signifikant das Ergebnis ist, wird die F-Verteilung mit den
Freiheitsgraden

fi=z und f,=n-z-1

angewendet. Entsprechend dem Signifikanzniveau, z.B. 5% oder 1%, ist das
Regressionsergebnis in Bezug auf den Korrelationskoeffizienten um so besser, je
naher der Wert der F-Verteilung an 0 liegt und die Nullhypothese verworfen werden
Mmuss.

Test der Regressionskoeffizienten, der p-Value

Zur Bestimmung, wie signifikant ein Faktor ist, wird haufig der so genannte p-Value
genannt. Zunachst wird die Hypothese aufgestellt, dass der Koeffizient des
betrachteten Faktors aus der multiplen Regression b=0 ist. Der p-Value ist dann die
Wabhrscheinlichkeit diese Hypothese irrtimlich abzulehnen. Die Wahrscheinlichkeit
bestimmt sich allgemein aus dem Verteilungswert der t-Verteilung mit:
t=2

So
b = Koeffizient aus multipler Regression
S, = Streuung des Koeffizienten

und dem doppelten Wert der Studentverteilung von t mit dem Freiheitsgrad
f=n-z-1(n=Anzahl Versuche, z = Anzahl Modellterme X, X2, X3, X1-X2, X12 USW.).
Der doppelte Wert resultiert aus dem zweiseitigen Test. Mit | als Index fir den
jeweiligen Faktor schreibt man:
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b
tj = —
Sbj

Die Streuung des Regressionskoeffizienten wird bestimmt durch:

S =S X
wobei s die Standardabweichung des Gesamtmodells ist, die sich aus den

Summenquadraten der Abweichungen zwischen gemessenen Zielwerten zu den
Modellwerten berechnet:

1 néa z 0
n-z-1 ag' Po-d XjiPig
':19 j=1 -~

s?=

mit b, = konstantes Glied des Modells.

X 0 l@erechnet sich durch:

el x, .. X, @
e u
X' =(XTX)* mit x =6t X - Xag
é.. .U
é U
él Xln " inl:l

Je groRBer der t-Wert ist, desto kleine wird der p-Value. Unter der zu Grunde
liegenden Nullhypothese by = 0 ist ein Signifikanzniveau festzulegen, das in der
Regel bei 5% liegt. D.h. liegt der p-Value unter 5%, so ist der betrachtete Faktor
signifikant.

Standardabweichung fur das Gesamtmodell RMS

Der so genannte RMS-Error (Root mean squared error) stellt die
Standardabweichung fur das Gesamtmodell dar. Er berechnet sich lber:

RMS= | >F=  mit ss.=3 (v - ¥f
n-z-1 =1

Die relative Standardabweichung wird auf dem Mittelwert von Y bezogen:

RMS/Ym

und kann als weiteres Gutekriterium verwendet werden. Dieser Wert ist auch
analog zum Kehrwert des nicht quadrierten Signal-Rausch-Verhaltnisses von

Taguchi zu sehen (ohne den Vorfaktor 10 log)

Vertrauensbereich fir den Regressionskoeffizienten

Der Vertrauensbereich bzw. das Konfidenzinterval fir den Regressionskoeffizienten
bestimmt sich mit der bereits oben eingeflihrten Streuung durch:

o 2V "
bj \/S xj,j tn- z-11-g/2
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Vertrauensbereich fir die Zielgrol3e

Fur bestimmte Werte der Faktoren (Einstellungen) kann tber die Modellgleichung
die Zielgrél3e Y berechnet werden (Prognose). Der entsprechende Wert hierfur hat
wegen der Streuung der Versuche und wegen der Vereinfachung des Modells
gegenuber dem wirklichen physikalischen Beziehungen einen Vertrauensbereich
(Konfidenzinterval). Dieser kann tber die folgende Beziehung bestimmt werden:

- 2.,T "
¥ /X" X x t 211 g2

Qo
[ERY

X

I
B BERY
|OOONOOOOZ

mit X = (X"X)* (siehe oben) und x
fur die jeweiligen Faktoreinstellungen

und gfur das Konfidenzniveau, nor-
malerweise 5%. Diese Form gilt unter der
Annahme, dass jeweils ein Parameter
verandert wird, die anderen jedoch auf Ihrem Niveau stehen bleiben (Prinzip wie bei
der Bestimmung der Effekte).

OB B

N

Condition Number

Die so genannte Condition Number ist das Verhéaltnis des grof3ten und kleinsten
singularen Wertes der Matrix X (Eigenwerte von X 6)XDiese Kennzahl ist ein Maf3
fur die Orthogonalitat von X. Alle vollfaktoriellen und teilfaktoriellen Versuchsplane
haben eine Condition Number von 1 (ohne die Spalte 1 mit Werten von 1 fir die
Konstante). Dabei diurfen keine Zentralpunkte vorhanden sein, alle Punkte liegen im
Randbereich (siehe hierzu Kapitel Versuchsplane). Ist die Condition Number > 1, so
ist die Matrix nicht mehr voll orthogonal, d.h. die einzelnen Faktoren haben eine
mehr oder weniger grof3e Korrelation untereinander, was u.a. bei D-Optimalen
Versuchsplanen der Fall ist.

Unter Einbeziehung der Spalte 1 in X fur die Konstante (siehe vorheriger Abschnitt)
ist die Condition Number fur eine orthogonale Matrix etwas tber 1.

A
Normieren oriai X, X X,
riginal |
Alle Datenwerte werden so umgeformt, Range / I
dass sie zwischen -1 und 1 liegen. ,
Zentrieruny
(X- X)
X, :(— XyXm Xor¥im
X = X
e me Skalierung
S
%,=-1 %=1

Hierdurch bekommt man einen besseren Uberblick (ber die relativen
Einflussgréf3en untereinander. Aul3erdem ist u.U. die multiple Regression erst
hiermit moéglich, wenn die Datenbereiche weit auseinander liegen. Die Normierung
sollte bei geplanten Versuchen verwendet werden.

© 2011 CRGRAPH
www.crgraph.de
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Standardisieren

Bei der standardisierten Form werden die Datenwerte auf ihre Standardabweichung
bezogen und mittig gesetzt:

WINCEE
S

Die Standardisierung sollte bei historischen Daten, bzw. nicht geplanten Versuchen
verwendet werden, da die Datenwerte beziglich ihrer Gréf3e ungleichmaRig
vorkommen kdnnen (nicht orthogonal).

Bestimmung des minimalen und maximalen Y-Wertes

In der Regel méchte man wissen, wie diex-Wer t e Aeingestel |l tfA werc
das Minimum oder das Maximum an Ergebnis zu erhalten. Fur rein lineare Faktoren

lasst sich einfach sagen, dass je nach Vorzeichen der jeweiligen
Korrelationskoeffizienten die x-Werte moglichst klein bzw. moglichst grol3 werden

mussen. Da aber die durchgeflihrte Regression streng genommen nur innerhalb

des Bereiches der vorkommenden Datenwerte guiltig ist, soll gelten, dass jeweils

der minimal vorkommende x-Wert bzw. der maximale einzusetzen ist. Ist z.B. die

Gleichung

y = 4,56%% - 1,67*%

ermittelt worden und es wird das maximale y gesucht, so ist fir x der hdchst
vorkommende Wert und fur x, der niedrigste einzusetzen. Gibt es quadratische
Terme, so sind diese zusammen mit ihren linearen Termen abzuleiten und zu Null
Zu setzen. Beispiel:

y = 2,5 + 1,8%X;2 + 5,4%%+ ...
Die Ableitung der Terme mit x; und die anschlieBende Nullsetzung

2,5+1,82*% =0
X1= -2,5/3,6

ergibt: x; = -0,694 fur das Minimum, da das Vorzeichen fir den quadratischen Term
positiv ist. Das Maximum erhalt man entweder durch Einsetzen des kleinsten oder
des grol3ten x-Wertes. Am besten ist, man stellt die Funktion y = 2,5*x; + 1,8*x;2
grafisch dar und erkennt fir den gultigen x;-Bereich den Verlauf der Kurve.

Transformation der Zielgré3e (Box-Cox-Transformation)

Evtl. lasst sich das Regressionsmodell besser bestimmen, wenn die Zielgré3e
transformiert wird. Oft ist es z.B. notwendig, die Zielgrof3e y zu logarithmieren, wenn
es sich bei Y um VerschleiRwerte handelt.

Mit der sogenannten Box-Cox-Transformation kann bestimmt werden, welche die
geeignete Transformation ist. Nacheinander wird die Zielgrof3e mit durchlaufendem
Exponent | transformiert bzw. entsprechend folgender Beziehung umgeformt.
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v = {/ Iy v/ -1 wenv/ 0
Y In(Y) wenn/ =0

Fur den Wert | =0 wird per Definition In(Y) verwendet. Mit diesen neuen Y-Werten
wird jeweils die Regression durchgefiihrt und die Residuen ermittelt. In der Regel
bildet man hieraus noch den In, um kleinere Werte zu erhalten. Je kleiner die Re-
siduen und somit die Abweichungen vom Modell zu den Messdaten sind, desto bes-
ser ist die zu wahlende Transformation (hier Or entsprechend | =0,5). Weitere
Beschreibungen sind unter /2/ beschrieben.

-11.0
N
-11.5 ; \\
5 AN
PR BN
z \
Ea:), 125 \\ /
= q\\
-13.0 % \\ I/
2 1 0 1 | 2
1y Y 1167 In(Y) or Y Y2

Neben diesen einfachen Standardtransformationen sind beliebige komplexe
Formeln mdglich. Sind die Y-Werte negativ oder enthalten die 0O, so ist die folgende
Variante der In-Transformation sinnvoll:

Y'=a'ln(b'Y +c)

Dabei wird b @nd ¢ 8o angesetzt, dass im Argument keine Werte ¢ O auftreten
kénnen. Soll das Regressionsmodell z.B. nur Werte zwischen 0 und 1 liefern, so
kann die Transformation:

Y'=aTanb'Y +c')

gewahlt werden. Fir die Ruckrechnung auf die Modellwerte ist die Umkehrfunktion
anzuwenden:

Y——%\rcTame\r(—o c
ca+

-|-aDO

Um grundsatzlich Werte zwischen 0 und 1 zu erhalten, ist bdé prund c= -0,5 zu
wahlen.ad besti mmt , -Rkormegereigtast Weitade Teanstdrmation sind:
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Transformation Umkehrfunktion Beispielverl. f ¢r a6 =1
1 11— A1 DY ]
Y'=a'e’" +c' Y-llnaY co /
b ¢ & + /
50 ‘/
/
|
2 | y=al- e™)+c 1.4 1 0 | e =T
Y:—Ina—g 7
b' c -(Y-¢o)/a'zx y4
w17
/
3 s b g 14 b6 § |- 2
v=ad- 2 8 |y==-m%> 13 /-
2 c ¢l-Y/a =+ o0
0.4 /
02 /
v
4 |y'=aln(py+c) 18488 & : —
Y= =ogear. g0 A
b & 0
g - 4
5| Y'=a'Sinb'Y +c') e 6 | ~
Y——%‘\YCSII’HE—O c'g "
ga_ - 00
1:0 =
6 | Y'=a'(L+ Sinb'Y +¢ —
( ( ) g‘\rcslmg— 10 cg
ga +
7 | Y'=aTanb'y +c) Y6 .5 /
%\rcTame—o c'g ’
ca+ F — =
i
W
8 3 G 1
Y'=Inae—a Y 8 Y = Bz ’
¢l- Y=+ l+e . — —
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Bei der Frage fir welche Daten welche Methode die richtige ist, hilft der Analyse-
Leitfaden. Dieser wird Uber den MenUpunkt der Tabelle Statistik/Analyse Leitfaden
erreicht. Er 6ffnet sich auch automatisch, wenn das erste mal Daten ausgewertet
werden sollen. Es besteht folgende

AUSWﬁhI: Leitfaden zur Datenanalyse
Parameter ZielgroBen
1 Korrelation . T - oo |
fur gegenseitige Beziehungen
1 Regression Ausgleichsg., =5 & seige  ————— |3 Ci Diag. Regess. |
Exponential, Polyn. usw. i (| Mesarche
Umsetzung tber reine o % s g
Diagrammdarstellung metrere EERE /) Messariben [az!«’negl,essimwm] |
1 Multiple Regression fir e o b
quantitative u. kategoriale Fakt. und | """ Erignisse
mehrere ZielgroRen = =
{ Partial Least Square Methode e EEEE Y wene
flr hoch korrelierende Messdaten kot §$ i odr 4 i Loss s |
1 Transformationen fir eine ferende [4R ) mehrere
bessere Approximation der Daten sin ader @ L, Nomina Tertomioen — 2 s Licood |
z.B. werden Ergebnisse von = =5 Rl =
Lebensda}uerversuchen in der Regel cinoder K 5?';?;'52 5B s e |
logarithmiert. EEEH N\ Vedsufe

1 Logistische Regression fir
diskrete (ja/mein) Zielgrof3en mit |
Maximume-Likelihood-Methode

1 Neuronale Netze fir beliebige und unstetige Verlaufe

Die wichtigste und haufigst verwendete Methode der Datenanalyse ist die multiple
Regression, die im folgendem beschrieben wird.

= £ 7
Multiple Regression VE | & % :
Anhand eines Beispiels soll die Durchfihrung der Datenanalyse
mit Hilfe der multiplen Regression gezeigt werden. Fir eine Radaufhangung wurde
ein Versuchsplan erstellt und die Ergebnisse bestimmt. Ziel ist es
Ubertragungsschwingungen durch nicht vermeidbare Anregungen mdglichst gering
zu halten. Die Anregung wurde versuchstechnisch simuliert und gleich gehalten.
Die Faktoren sind die Bauteilsteifigkeit von Strebe (A), Querlenker (C), Spurstange
(D), Kolbenstange (E) und Dampferrohr (F), sowie die Dampfung der Strebenauf-

TLLL

h?-ngl{ng (B) A B C D E F G H A

Die Z|e|grbr$e ISt 1 SteiﬂékStr _|Démpfg51r Cuerlenker Spurstange Kolbenstange Daempferrohr Beschl —
. . 2 000 8 5000 4750 210000 F9000 9 49469

die Beschleuni- '

3 1500 8 5000 4750 210000 F9000 808628
gung in m/s? an _4 2000 8 5000 4750 210000 F9000 7 2333
. 5 2500 8 5000 4750 210000 B9000 667517
einem malge- 3000 B 5000 4750 210000 FION0 528572
benden Punkt. 7 3500 8 5000 4750 210000 F9000 600264
; ) . 8 4000 B 5000 4750 210000 F90D0 578746
Die Einheiten 4 4500 8 5000 4750 210000 FIO00 561431
kénnen jeweils 10 2500 15 5000 4750 210000 F9000 618275
in d . q 11 2500 20 5000 4750 210000 F9000 58643
in der Mitte de- 4 2500 8 7200 4750 210000 BOOO0 B G7517
finiert werden 13 2500 8 10000 4750 210000 FI000 625361
" 14 2500 8 15000 4750 210000 F90D0 591435
und stehen spa- s 2500 8 20000 4750 210000 BION0 574796
ter in den Dia- _1 2500 8 5000 1500 210000 F90D0 7 48504
rammachsen 17 2500 8 5000 2500 210000 FI000 699321

. 10 2E0 ju] E000 CO00 wkinninl [==[ninin} [ = il

9 v T ATZ ATI ATE |<|r| v[]
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Zur Auswertung ist der | Multiple Regression / ANOVA
MenUpunkt Berechnen/ Daten ]Modell] K-:-rrel.] Regress. ] AND‘MI Box EDHI Dptima] .&nu:-rdn.] Grafiken] Einstellg.]
Multiple Regression in- Transtormation
nerhalb der Tabelle zu Tabellenseite: T R -
wahlen. Es erscheint zu- D atenspalten: Fielgribe:
nachst der Analyse Leit- Steifighstr JJ
- . - Danpfos
faden, wobei hier die e loer —
Standardvorgabe bereits Spurstange Einheit L
. < Kolbenstange Urabhangige Faktaren: B
di e Anor mal e Daempferrohr
Regression ist. Durch Beschl

Dricken der entspre-
chenden Taste rechts ge-
langt man in das Dia-

logfenster der Daten- [
auswertung mit Rubriken

(siehe obere Leiste), die |
von links nach rechts die Einheit

einzelnen Schritte enthal-
ten. Zunachst sind die
Faktoren aufgelistet, die
sich in der aktuellen
Tabellenseite in der ers-
ten Zeile befinden. Nach-
dem die Zielgrof3e in der
letzten Spalte steht, kann die obere rechte Taste gewéhlt werden, um alle Spalten
zu Ubernehmen. Alternativ kdnnen auch in der Auswahl der Datenspalten
diejenigen markiert werden, die als unabhangige Faktoren zu betrachten sind. Da-
nach ist der untere rechte Pfeil zu wahlen. Das Gleiche gilt fir die Zielgro3e. Liegen
die Faktoren nicht in der gewlinschten Reihenfolge vor, so kann ein in der Liste der
unabhangigen Faktoren ausgewahlter nach oben verschoben werden. Hierfur ist die
Taste mit dem Pfeil nach oben (unterhalb Neu) zu dricken. Diese Funktion ist
insbesondere fur die spatere Reihenfolge der Faktoren im Kurvendiagramm zu
sinnvoll. Nachdem die Faktoren und die ZielgroRe gewéhlt wurden, kdnnen fur

o OK | F.t’-‘«bhluch ‘ 4 Zuriick ‘ wieiter b ‘ ? Hilfe

diese TranSfo - [Transformation ZielgriBe
mationen durch- Transtamaion
gefuhrt werden, O gV C v aTan(btY + o) "3 P
insofern im Ana- C vt B e @ veasn(Ey se) 05 ] P
lyse  Leitfaden E )
nicht schon eine -y [1 v € vma{usn(-y o) o 3 /
ausgewahlt wur- 2 e Y7 P
de. Fur spezielle Cly=ain(ey+e) 05 ,/
Transforma- - Ln{L} " Begrenzen auf f'min, ‘'max ﬂ/,l/
tionen ist die SRR N - T e e 1
Auswahl Sonder-
funkt. zu wahlen. | | = _
Jede  Sonder- f e 28 oo | B Abbruch

b ’7 ' min ’7 Ymin : 0 Spiegeln

funktion hat 3
Par ameter
und st 6z.B.

@ ¥ = Y pansf. ¥ = Barthidhe -
? Hite

In(Y) nicht mdéglich, weil die Y-Daten ¢ O sind, so kann Uber den Paramet er ¢ 06 da s

Argument soweit verschoben werden, bis positive Werte entstehen. Verlauft die
Krimmung der Daten nicht entsprechend der Funktion, so kann Uber die Taste
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Spiegeln der Verlauf umgekehrt werden. Speziell fur die Sin- und Tan-Funktion

gi bt es die

Mo glichkeit bdéd und cb6

Einpassen). Diese Sondertransformationen kbnnen auch dafir verwendet werden,
wenn das Modell nur Werte innerhalb bestimmter Schranken liefern soll (z.B.
zwischen 0 und 1). Zu beachten ist, dass das Regressionsmodell zur Umrechnung
auf die Ausgangsgrofl3en die jeweilige Umkehrfunktion verwendet.

Auch die Faktoren koénnen transformiert werden (nur einfache).

Im Kapitel

Versuchsplan vollfaktoriell quadratisch wurde gezeigt, wie man durch eine
Logarithmierung Scheinminima und i maxima vermeidet.

Als nachstes ist ein Regressionsmodell festzulegen. Hierzu ist die Taste Weiter

oder die Rubrik Re-
gression zu wabhlen.
Im Versuchsplan wurde
ein quadratisches Mo-
dell verwendet, das
auch hier der Ausgang
fur die Auswertung sein
soll. Da die Zahlen-
bereiche der Faktoren
teilweise sehr weit aus-
einander liegen, ist es
wichtig die Faktoren zu
skalieren, da es sonst
sein kann, dass sich
das Regressionsmodell
aufgrund der Matrizen-
operationen nicht er-

SO z

© 2011 CRGRAPH
www.crgraph.de

u

Visual-XSel Multiple Regression f ANOVA

l Karrel. ] Regress. ] ANDVA] Box EDH] Dptima] Anordh. ] Grafiken] Einstellg. ]

SteifigkStr L
Danpfgite

Juerlenker

Jpurstange

Eolbenstange
Daempferrohr
SteifigkStr*Danpfgicr
Steifigkitr*uerlenker
SteifigkStr*3purstange
SteifigkStr*Kolbenstange
SteifigkStr*Daenpferrohr
DEmpfy3tr*Juerlenker
Danpfyitr*Spurstange
Danpfyitr*Kolbenstange
Danpfygitr*laenpferrohr
Querlenker*Spurstarnge
uerlenker*Kolbenstange
Querlenker*Daenpferrohr

" Linear

" Wechselwitkungen
(¢ Quadratisch

(" Quadratrizch ohne W
" Kubizch

~

~

Kubizch ohne whw
4

RERDBEEEE

Faktaren Skalierung
" Marmal (* Mormieren auf -1, +1

™ Standardisieren

stellen lait. Ist bekannt, dass bestimmte Wechselwirkungen oder quadratische

Zusammenhange nicht
vorhanden sind, so
kénnen diese hier ex-
plizit entfernt werden
(Pfeiltaste rechts). Dies
ist aber spater immer

noch  mdoglich. Als
nachstes  wird die
Rubrik Korrelation,

Multiple Regression f AMOVA

Daten] Modell Forrel. lHegress. ] ANDVA] Bow I:c':-:] Dptima] Anordn.] Grafiken] Einstellg.]

¢ Fakt-Fakt  Fakby O whw r . ldr  =5% 0,333
DampfgsStr i Duerlenker 0.252 [ |

O

a
Quer lenker i Kolbhenstange 0.12¢6 O
Dampfg3te : 3purstange 0.0&5 1]

oder die Taste Weiter gewahlt. Hier sind die gegenseitigen Korrelationen zwischen
allen Faktoren (Fakt.-Fakt.) dargestellt. Als graue Linie ist ein R2-Grenzwert zu se-
hen, der auf Basis eines statistischen Unabhangigkeitstest ermittelt wird. Uber-
schreitet ein Faktorenpaar diesen Grenzwert, so ist u.U. einer der beiden Faktoren
aus dem Modell zu entfernen, denn sie haben eine Abhangigkeit zueinander. In die-

sem Fall wird auch ein

entsprechender  Hin-
weis ausgegeben. Fur
Auswertungen aus

einem Versuchsplan ist
hier jedoch keine Uber-
schreitung des Grenz-
wertes gegeben. Fir
vollfaktorielle und

Multiple Regression f ANOVA

Daten] Model Korel. lHegress.] .ﬁNDV.f-\I Box EDHI Dptima] .ﬁnnrdn.] Grafiken] Einstellg.]

(" Fakb-Fakt " Fakt-v r

DawmpLfogStr*Quer lenker @ Querlenker*Dasmwmpferr 0.220 |~
Querlenker #*3purstang @ Spurstange*Kolbensta 0.170
Quer lenker *Eolbensta @ Spurstange*Dasmpferr -0,145
Duerlenker *3purstang @ Kolhenstange *Daempfe -0.146
DawmpLfogStr*Spurstange @ DawpfgStr*Daempferro 0.138
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teilfaktorielle Versuchsplane, die orthogonal sind, ergeben alle Korrelationen den
Wert 0. D-Optimale Plane sind jedoch nicht vollstdndig orthogonal. Sind auf der
nachsten Rubrikseite Regression bereits bestimmte Terme (Faktoren) aus dem
Modell entfernt worden, so erscheinen diese hier in hellgrau. Nattrlich interessieren
auch die Korrelationen zwischen den Faktoren und der ZielgroRe (Fakt.-Y).
Weiterhin ist von Interesse, wie sich die im Modell befindlichen Wechselwirkungen
verhalten (WW). Auch diese haben evtl. eine Korrelation, was nichts anderes be-
deutet, dass Wechselwirkungen miteinander vermengt sind. Dies ist insbesondere
bei teilfaktoriellen bzw. bei Taguchi-Versuchsplanen der Fall. In D-Optimalen Ver-
suchsplanen werden die Wechselwirkungen explizit vorgegeben. Somit sind hier
keine Vermengungen zu erwarten.

Auf der Seite der Regression wird das Regressionsmodell Y=by+F;*b;+F*b; ....

Visual-XSel Multiple Regression / ANOVA angezeigt. b, steht
fur den Wert Con-
Daten] Mndell] Komel Fegress. l.-’-\ND\-"ﬁ] Box on] Dptima] Annrdn.] Grafiken] Einstellg.] .
stant, F, fir den er-
Terme 28/14 K.oeffizient p-al. Keine Tran = ten F kt r nd b f..r
Constant 5,227146 ~ Ste aktor u 11U
SteifigkStr -1,15529 O —= ' den Wert des Koef-
DampEgStr -0,81907 u] — fizi |
Cuer lenker -0,49556 0O — Izienten. st unten
Spurstange -0,24362 u] o i H
Kolbenstange 0,800496 0 —& rechts die Op_tlon
Daempferrohr 0,143167 O B Formeln ausgewahlt,
SteifigkStr DampfuStr 0,595z24 u] | — ] . .
SteifigkStrtOuer lenker -0, 10955 0,016 B erscheint diese zu-
y satzlich in  einem
" eigenen Textfenster.
- Die Formel kann
Dampfg3tr *Kolbenstange -0,17551 a C ] durch Markleren und
'h - -
. . Kopieren weiterver-
' wendet werden. Die
Eeschl=E, #27146-1,18E79%SteifigkStr-0, 21907 *Dénp fgStr-0, 49856 ) erste entha“: d|e
*luerlenker-0,24382*Spurstange+0,200436*Eolbenstange+0, 1432187 .. .
*Daenp ferrchr+0, 59574*5tei figkStr*Danp fgStr—0, 10955 Koeffizienten mit
*SteifigkStr*Querlenker-0,17551*Danp fgStr*Folbenstange—0, 11432 H H
*Spurstgnge*}{olhenstange+l,064114*Sie3figk5t.r"2+0,3135'}‘5 ull Ihren Namen1 Wle
o o definiert. Die zweite
FE=0382  DF=40 RAM3=02138 | 1B B bezieht sich auf die
z . = 0976 = .
o B e Y s | Ig, Tabellenseite
MRDaten. Die Form
" DK | = Schiisken ‘ 4 Zuiiick | iaiter b | 7 Hire der Gleichung ent-
spricht der Formel-

syntax fur die Zellenformeln in der Tabelle (Excel-Format), wobei die erste Zeile
gewahlt wurde. Durch Ziehen mit der Maus erhélt man fur alle Versuchszeilen die
Ergebnisse. Zu beachten ist, dass diese Gleichung nur direkt eingesetzt werden
kann, wenn keine Normierung oder Standardisierung der Daten vorliegt!

Im oberen Fenster der Liste stehen rechts neben den Koeffizienten die Irrtumswahr-
scheinlichkeiten bzw. die p-Values. 0,05 entspricht 5%. Wenn das gewahlte
Signifikanz-Niveau Uberschritten wird, erscheinen diese in rot. Rechts neben den p-
Values sind grafisch die Werte der Koeffizienten mit ihren 95%-Streubereichen
dargestellt. Auch diese sind rot, wenn das Signifikanz-Niveau uUberschritten ist, bzw.
wenn der Streubereich den linken Punkt des Balkens und somit die Nulllinie unter-
schreitet. Es kann nun schrittweise begonnen werden, die nicht signifikanten Terme
aus dem Modell herauszunehmen. Markieren Sie einen oder mehrere Terme und
wéhlen die Taste Loschen (rotes X). Wahrend der Berechnung erscheint ein kleines
Symbol. Danach werden die herausgenommenen Terme grau dargestellt. Die p-
Values entsprechen jetzt den Werten, als wenn nacheinander die einzelnen Terme
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wieder in das Modell hineingenommen wurden. Evtl. sind ein oder mehrere Terme,

die vorher rot waren, durch die Veranderung des Modells wieder signifikant. Wahlen

Sie die Taste check significant. Es wird der Term mit dem niedrigsten p-Value

angezeigt, der nicht in dem Modell enthalten ist. Wahlen Sie jetzt die Pfeiltaste

unten rechts, um das Modell zu vervollstdndigen. Der Vorgang ist solange zu
wiederholen, bis die Taste check significant keinen Term mehr anzeigt. Dieses

Vorgehen kann auch durch die Funktion auto stepwise auf einmal erledigt werden.

Je nach Einstellung sind beim Start der Regression entweder alle Terme im Modell,

alle nicht im Modell oder nur die signifikanten enthalten. Letztere Methode ist die

schnellste. Zu beachten ist, dass insbesondere bei nicht geplanten Versuchen
(historische Daten) hier je nach Vorgehen unterschiedliche Terme im Modell sein

kénnen. Bei historischen Daten kann die auszuwertende Matrix evtl. auch singular

werden (nicht auswertbar). Das Problem liegt dann in der Regel an einzelnen

Termen, die evtl. stark miteinander korrelieren. Anstelle des p-Values erscheint

dann ADF=0if. Diese Terme sind grunds?2tzlich
Sind sehr viele Terme vorhanden, die auch nicht alle in den spéateren Diagrammen

Platz finden, so kann Uber die Taste sort die Reihenfolge der Modellterme
absteigend nach ihrem Einfluss sortiert werden (Kriterium ist die GrolRe der
Koeffizienten, ist nur sinnvoll bei genormter Faktor-Skalierung). Das Modell wird

hierdurch neu aufgebaut.

Weiterhin besteht die Mdglichkeit ein relativ umfangreiches Modell zu reduzieren,

indem mit der Taste reduce Model. die Terme zunachst angezeigt werden, die

einen bestimmten absoluten Wert des Koeffizienten unterschreiten. Die
entsprechenden Terme kdnnen dann mit der Taste Pfeil rechts entfernt werden. Die

Funktion steht nur fir normalisierte Daten zur Verfigung, da sonst die Koeffizienten

nicht miteinander vergleichbar sind. Das Herausnehmen dieser Terme kann unter
Umstanden das Gesamtmodell erheblich verschlechtern und ist mit
Berucksichtigung der folgenden Kenngréf3en zu behandeln.

Zur Beurteilung des Regressionsmodells sind unten links die wichtigsten Kennzah-

len, wie das Bestimmtheitsmaf} R? und R?,4; zu sehen (siehe hierzu Kapitel Multiple
Regression). Die Anzahl der Freiheitsgrade DF bestimmen sich durch die Anzahl

der Versuche in der Tabelle minus der Anzahl der Terme-1. Bei bestimmten
Auswertungen kann es vorkommen, dass das gewinschte Modell mehr Terme

enthalt, als notwendige Versuche vorliegen. Dabei werden automatisch die

hintersten Terme zunachst entfernt (grau dargestellt), bis die Regression gerade

noch mdoglich ist.
Durch die dargestel-
Ite schrittweise Re-
gression kann u.U.
ein zufriedenstellen-

Visual-XSel Multiple Regression £ ANOVA

Daten] Mu:udelll Knrrel.l Hegress.] ANDVA] Box I:c':-:] Dptima] Annrdn.] Grafiken EIV'IS Ql
Regrezsion I Darstellungen]

Hierarchie

des Modell gefunden
werden.

Fur die Regression
gibt es einige Op-
tionen, die unter
Einstellungen/Regre
ssionen auszuwéh-
len sind.

Fur die Regression
gibt es mehrere
Mdoglichkeiten fir die

Startbedingung Regression
f* Alle Terme im kModell
" Alle Terme raus

"~ Mach Ruckfage

Signifikanzniveau
1% 6 Bx O 10

kritizche Terme

v Terme mit gralemn Unterschied
und p=0 alz unsicher markieren
Fennzeichnung -» 7

{* Hohenwertige Terme nur mit Grundterm

(™ Haohemwertige Terme ahne Grundterm

K.ennzahlen

[ Condition-Mumber
ik fiir Orthogonalitst (Jange Rechenzeit)
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